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SUR LE PRODUIT DE VARIÉTÉS LOCALEMENT
FACTORIELLES OU Q-FACTORIELLES
SAMUEL BOISSIÈRE, OFER GABBER & OLIVIER SERMAN
Résumé. Nous démontrons que, sur un corps algébriquement clos, les lieux de
factorialité locale et de Q-factorialité d’une variété sont ouverts, que le produit
de variétés localement factorielles est une variété localement factorielle, et que
cette propriété reste vraie pour les variétés Q-factorielles lorsque le corps de
base n’est pas la clôture algébrique d’un corps fini.
Introduction
Les propriétés de factorialité et de Q-factorialité locales définissent des variétés
algébriques possédant des singularités raisonnables : on sait par exemple que le lieu
exceptionnel de toute résolution d’une telle singularité est de codimension pure égale
à 1. Néanmoins ces notions ne se comportent pas bien vis-à-vis de la topologie étale :
il existe en effet des anneaux locaux factoriels dont le complété ne l’est plus. C’est
ainsi le cas de la singularité complexe définie par l’équation xy+ zw+ z3+w3 = 0
(voir [15, p. 104]). D’autres exemples de tels anneaux apparaissent lors de l’étude
de certains espaces de modules de faisceaux (par exemple sur P2, voir [4]).
Dans toute la suite nous appelons « variété » tout schéma intègre, séparé, de
type fini sur un corps algébriquement clos k.
Nous donnons une démonstration des résultats suivants :
Théorème. Le lieu de factorialité locale d’une variété est ouvert.
Théorème. Soient X et Y deux variétés localement factorielles. Le produit X×kY
est une variété localement factorielle.
Ce bon comportement de la factorialité locale est assez inattendu au vu des
problèmes rappelés plus haut. Il semblait même nécessaire de recourir à la no-
tion d’anneau local géométriquement factoriel pour espérer obtenir de tels énoncés
(cf [11, Exposé XIII]).
Ces résultats s’étendent aux variétés localement Q-factorielles, moyennant pour
le second énoncé une hypothèse supplémentaire sur le corps de base k.
Théorème. Le lieu de Q-factorialité d’une variété est ouvert.
Théorème. Soient X et Y deux variétés localement Q-factorielles. Si k n’est pas la
clôture algébrique d’un corps fini, alors le produit X×kY est une variété localement
Q-factorielle.
Ce dernier théorème permet en particulier de lever une hypothèse superflue dans
le résultat de Fu et Namikawa [6, Theorem 2.2] portant sur l’unicité de la résolution
crépante d’un produit de variétés localement Q-factorielles singulières admettant
une résolution crépante dont le diviseur exceptionnel est irréductible.
Bingener et Flenner ont donné dans [2] une démonstration de l’ouverture des
lieux factoriel et Q-factoriel d’un schéma normal excellent admettant une résolu-
tion des singularités. Leur démonstration est de nature locale. Nous donnons ici
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une démonstration valable pour toute variété définie sur un corps algébriquement
clos. En ce qui concerne la question de la stabilité par produit direct, il résulte par
exemple de Boutot [3, III.2.14] que le produit d’une variété localement géométrique-
ment factorielle et d’une variété lisse est localement géométriquement factorielle.
Nos résultats étendent cet énoncé, pour les variétés définies sur un corps algébri-
quement clos.
Une variété normale est localement factorielle si et seulement si les notions de
diviseurs de Weil et de Cartier coïncident, ce qui revient à dire que tout faisceau
divisoriel (voir §2.5) est inversible. On est ainsi amené pour montrer l’ouverture des
lieux factoriel ouQ-factoriel d’une variété normale à étudier le lieu d’inversibilité des
faisceaux divisoriels définis sur cette variété. Nous établissons ces résultats en nous
appuyant sur diverses propriétés des variétés d’Albanese, qui sont rappelées dans la
section 3. Les deux théorèmes concernant la factorialité locale sont démontrés dans
les sections 4 et 5, et leurs extensions à la Q-factorialité font l’objet de la section 6.
1. Factorialité et Q-factorialité
1.1. Soit X une variété normale. Notons Cl(X) le groupe des classes de diviseurs
de Weil sur X et Ca(X) le groupe des classes de diviseurs de Cartier sur X . Le mor-
phisme de groupes Ca(X) → Cl(X) est injectif d’image l’ensemble des classes de
diviseurs de Weil localement principaux. Rappelons que X est dite localement fac-
torielle si tous ses anneaux locaux sont factoriels, autrement dit si Ca(X)→ Cl(X)
est un isomorphisme, et localement Q-factorielle si tous ses anneaux locaux sont
Q-factoriels (i.e. si le groupe des classes Cl(OX,x) est de torsion pour tout point
x), autrement dit si le quotient Cl(X)/Ca(X) est de torsion.
1.2. Avec les mêmes hypothèses, notons Pic(X) le groupe de Picard de X , natu-
rellement isomorphe à Ca(X) puisque X est intègre. Rappelons que si U ⊂ X est
l’ouvert complémentaire d’un fermé de codimension 2, le morphisme de restriction
Cl(X)→ Cl(U) est un isomorphisme. Rappelons le lemme bien connu :
Lemme 1.3. Soient X une variété normale, et U son ouvert de lissité. Alors X est
localement factorielle si et seulement si le morphisme de restriction Pic(X)→ Pic(U)
est un isomorphisme.
2. Faisceaux réflexifs
2.1. Soit F un faisceau cohérent sur un schéma X . Rappelons que :
– F est dit réflexif si l’application naturelle F → F∨∨ est un isomorphisme,
– F est dit normal si pour tout ouvert V ⊂ X et tout fermé Y ⊂ V de codi-
mension au moins deux, la restriction F(V )→ F(V \ Y ) est bijective.
Lorsque X est normal, un faisceau réflexif de rang 1 en tout point générique est
appelé faisceau divisoriel.
Nous utiliserons les deux caractérisations suivantes de la réflexivité :
Proposition 2.2. [12, Proposition 1.1] Un faisceau cohérent F sur un schéma
intègre et noethérien X est réflexif si et seulement s’il s’insère, au moins localement,
dans une suite exacte
0→ F → E → G → 0
où E est localement libre et G est sans torsion.
Proposition 2.3. [12, Proposition 1.6] Soit F un faisceau cohérent sur un schéma
intègre et normal. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) F est réflexif ;
(2) F est sans torsion et normal ;
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(3) F est sans torsion, et pour tout ouvert W ⊂ X et tout fermé Y ⊂ W
de codimension au moins deux, FW ∼= j∗FW\Y , où j : W \ Y →֒ W est
l’immersion.
Lemme 2.4. Soient X une variété normale et j : V →֒ X l’immersion d’un ouvert
tel que codimX(X \ V ) ≥ 2. Pour tout faisceau localement libre non nul E sur V ,
j∗E est un faisceau réflexif sur X.
Démonstration. La cohérence de j∗E résulte de [17, Théorème 9] (ou [11, VIII,
Proposition 3.2]) puisque codimX(X \ V ) ≥ 2. Il est clair que j∗E est sans torsion
et l’on vérifie aisément qu’il est normal : la restriction j∗E(W ) → j∗E(W \ Y ) est
par définition E(W ∩V )→ E((W \Y )∩V ) = E((W ∩V ) \ (Y ∩V )) et Y ∩V est de
codimension au moins deux dans V . Puisque E est localement libre, il est réflexif,
donc normal en utilisant la proposition 2.3, et cette restriction est bijective. 
2.5. Si X est un schéma intègre et normal et i : U →֒ X l’immersion de son ouvert
de lissité, ce qui précède montre qu’on peut définir pour tout diviseur de Weil de D
un faisceau divisoriel OX(D) = i∗OU (D|U ) : c’est l’extension réflexive du faisceau
inversible sur U associé à D. Pour toute immersion j : V →֒ X d’un ouvert V
contenant U et tout diviseur de Cartier E sur V , si D est une extension de E
à X comme diviseur de Weil, la proposition 2.3 montre que OX(D) ∼= j∗OV (E)
puisque ces deux faisceaux sont égaux sur U et sont réflexifs. Le fermé de X sur
lequel OX(D) n’est pas localement libre est donc exactement le lieu où D n’est pas
localement principal (i.e. n’est pas de Cartier).
Lemme 2.6. Soient S un schéma, X un schéma sur S et F un faisceau cohérent
et sans torsion sur X. Soient s un point de S non nécessairement fermé et x un
point de X sur k(s). Alors le faisceau Fs sur la fibre Xs est inversible au point de
Xs défini par x si et seulement si F l’est au point x.
Démonstration. Supposons que Fs est localement libre de rang 1 en x. Notons M
le OX,x-module Fx et ms l’idéal maximal de S en s. Le OXs,x-module (Fs)x vaut
(Fs)x = M ⊗OS,s k(s) ∼= M/msM et est localement libre de rang 1. Soit g un
élément de M dont la classe engendreM/msM : alorsM = gOX,x+msM . Puisque
l’idéal msOX,x est inclus dans l’idéal maximal mx de OX,x, le lemme de Nakayama
assure que M est engendré par g. Comme il est sans torsion, c’est un module libre
de rang 1. L’implication réciproque est immédiate. 
En particulier, si F est un faisceau réflexif de rang 1 sur le produit X ×k Y de
deux variétés X et Y , et si pour un point fermé x de X le faisceau F|{x}×Y sur Y
est localement libre, alors F est inversible en tout point de {x} × Y .
3. Variétés d’Albanese et de Picard
3.1. Soit X une k-variété projective normale. Nous rappellons dans cette section
la construction d’une variété abélienne P(X) qui paramètre l’ensemble Cla(X) des
classes d’équivalence linéaire de diviseurs de Weil sur X algébriquement équivalents
à zéro. Il est bien connu que la sous-variété réduite associée au schéma de Picard
Pic0(X) paramétrant les faisceaux inversibles algébriquement équivalent à zéro sur
X est une variété abélienne dont la variété duale n’est autre que la variété d’Alba-
nese morphique Albm(X) de X , qui factorise tout morphisme pointé de X vers une
variété abélienne. Il est donc naturel de considérer la variété d’Albanese Alb(X)
de X jouissant de la même propriété pour les applications rationnelles (définie par
exemple dans [17]). Nous montrons, suivant Lang [16], que sa variété duale P(X)
paramètre les classes d’équivalence de diviseurs de Weil algébriquement équivalents
à zéro.
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Rappelons plus précisément la définition de la variété d’Albanese. Soit a un k-
point lisse de X . L’application d’Albanese αX : X 99K Alb(X) est l’application
rationnelle pointée universelle pour les applications rationnelles de X vers une k-
variété abélienne envoyant a sur 0. L’ouvert de définition V de cette application
contient le lieu lisse U de X .
La variété P(X) = Alb(X)∨ est une variété de Picard au sens de Lang [16, IV
§4]. Nous donnons ici une présentation moderne de ce résultat, en montrant que
P(X) représente, dans la catégorie des k-schémas de type fini réduits, le foncteur
P 0X associant à tout k-schéma S le groupe des classes d’isomorphisme de faisceaux
inversibles L sur U × S munis d’une trivialisation u : O{a}×S
∼
→ L|{a}×S au-dessus
de {a}×S dont les restrictions aux fibres géométriques de la projection U ×S → S
sont algébriquement équivalentes à zéro.
Notons P le fibré de Poincaré sur Alb(X) × P(X), et E son image inverse sur
UX × P(X). Ce fibré définit une transformation naturelle de P(X) vers P
0
X .
Proposition 3.2. La variété abélienne P(X) représente la restriction du foncteur
P 0X à la catégorie des k-schémas de type fini normaux.
Démonstration. Montrons d’abord que la transformation naturelle ϕ : P(X) −→
P 0X associée à E définit pour toute extension K de k un isomorphisme de P(X)(K)
sur P 0X(K).
Rappelons que la variété d’Albanese Alb(XK) de XK est isomorphe à Alb(X)K ,
où YK désigne le K-schéma Y ×Speck SpecK déduit par extension des scalaires
d’un k-schéma Y (voir [8, Lemma 2.3]). Le morphisme ϕ(K) s’identifie alors à
(αX)K
∗
: Pic0(Alb(X)K) → P 0X(K) ⊂ Pic(UK). Il suffit de traiter le cas où K est
algébriquement clos.
L’injectivité de (αX)K
∗ s’obtient par réduction au cas des courbes. D’après [8,
Proposition 2.4], il existe une courbe C projective lisse sur K contenue dans UK
(passant par a) telle que l’application Alb(C)→ Alb(UK) est surjective et de noyau
lisse et connexe. Le morphisme Pic0(Alb(U)) → Pic0(Alb(C)) est donc injectif, et
la conclusion résulte de l’isomorphisme Pic0(Alb(C)) ≃ Pic0(C).
Montrons maintenant la surjectivité. Soit L un faisceau inversible sur UK algé-
briquement équivalent à zéro. Il existe une courbe Γ projective lisse irréductible
sur K, un faisceau inversible L sur UK × Γ et deux points t et t′ de Γ(K) tels
que Lt soit isomorphe à L et Lt′ à OUK . Le faisceau L ⊗ p
∗
ΓL
−1
a définit un mor-
phisme de UK vers la jacobienne JΓ de Γ envoyant a sur 0, qui induit un morphisme
f : Alb(X)K −→ JΓ. Le faisceau L s’obtient alors comme image inverse via (αX)K
de f∗(PΓ)t, où PΓ désigne le fibré de Poincaré sur JΓ × Γ vérifiant (PΓ)t′ ≃ OJΓ .
Pour définir la transformation inverse ψ : P 0X −→ P(X), on considère à nouveau
la jacobienne de la courbe projective lisse C considérée plus haut. La variété P(X)
se plonge donc dans la jacobienne JC = Alb(C)
∨ de C.
Soient S un schéma normal de type fini, et L ∈ P 0X(S) une famille de faisceaux
inversibles sur U algébriquement équivalents à zéro paramétrée par S et munie d’un
isomorphisme OS
∼
→ L|{a}×S . Sa restriction L|C×S définit un élément de P
0
C(S),
donc un morphisme S → JC . Comme S est réduit, ce morphisme se factorise à
travers P(X) ⊂ JC . Soit cL le morphisme S → P(X) ainsi obtenu.
Vérifions que (id×cL)
∗E est isomorphe à L. La restriction à C ×{s} du faisceau
inversible M = L−1 ⊗ (id×cL)∗E est triviale pour tout s ∈ S. Soit η un point
maximal de S. Puisque le morphisme de restriction P 0X(k(η)) → P
0
C(k(η)), qui
s’identifie à P(X)(k(η))→ JC(k(η)), est injectif, le faisceau M|U×{η} est trivial.
Puisque S est normal, il résulte alors de [10, 21.4.13 ErrIV 53] que M provient
d’un faisceau inversible N sur S, qui est nécessairement trivial. 
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Remarque 3.3. Le fibré de Poincaré sur le produit X × Pic0(X)red convenable-
ment rigidifié définit une application Pic0(X)red → P(X). On obtient par dualité
une application Alb(X) → Albm(X), qui est précisément l’application associée au
morphisme universel X → Albm(X). On en déduit aussitôt que l’application d’Al-
banese X 99K Alb(X) est partout définie si et seulement si tout diviseur de Weil
algébriquement équivalent à zéro est Cartier, donc en particulier si X est localement
factorielle.
Lorsque le corps de base k n’est pas la clôture algébrique d’un corps fini, ce
résultat s’étend aux variétés localement Q-factorielles. Il résulte en effet de [17,
Théorème 6] que le noyau du morphisme Alb(X)→ Albm(X) est lisse et connexe.
S’il est non nul, on en déduit par dualité que le quotient P(X)/Pic0(X)red est
une variété abélienne non triviale, qui contient d’après [5, Theorem 10.1] un point
de non–torsion. Un tel point définit un diviseur de Weil sur X qui n’est pas Q-
Cartier : l’application d’Albanese X → Alb(X) est donc partout définie si X est
une variété projective localement Q-factorielle définie sur un corps algébriquement
clos qui n’est pas la clôture algébrique d’un corps fini.
Remarquons qu’il existe des variétés projectives non localement factorielles dont
l’application d’Albanese est partout définie. C’est le cas des variétés unirationnelles
non localement factorielles, telles que les espaces projectifs à poids singuliers, ou
encore les espaces de modules de fibrés G-principaux semi-stables sur une courbe
projective de genre g > 2, pour tout groupe semi-simple simplement connexe G qui
n’est pas spécial au sens de Serre (voir [1]).
Plus généralement, on obtient facilement des variétés projectives non localement
Q-factorielles dont l’application d’Albanese est partout définie en considérant cer-
taines variétés toriques (voir [7, §3]).
3.4. Nous appelons ici groupe de Néron–Severi deX le groupe des classes d’équiva-
lence algébrique de diviseurs de Weil sur X , noté NS(X) = Cl(X)/Cla(X). Puisque
X est normale et projective sur k, NS(X) est un groupe de type fini, par exemple
d’après [13, Théorème 3].
Dans le cas où k n’est pas la clôture algébrique d’un corps fini, on en déduit :
Corollaire 3.5. Une variété projective localement Q-factorielle définie sur un
corps algébriquement clos qui n’est pas la clôture algébrique d’un corps fini est
m-factorielle.
Démonstration. D’après 3.3, tout diviseur de Weil sur X algébriquement équivalent
à zéro est Cartier. Puisque le groupe de Néron–SeveriNS(X) est de type fini, il existe
un entier m tel que tout diviseur de Weil est m-Cartier. 
4. Ouverture de la factorialité locale
Nous notons X fact le lieu de factorialité locale d’un schéma X , défini comme
l’ensemble des points x ∈ X tels que OX,x est factoriel. Rappelons que sur un
schéma intègre et localement factoriel, tout faisceau réflexif de rang un est inversible
(voir [12, Proposition 1.9]). Plus généralement :
Lemme 4.1. Soient X une variété normale et U son ouvert de lissité. Le lieu de
factorialité locale de X est le lieu sur lequel l’extension réflexive de tout faisceau
inversible sur U reste localement libre.
Théorème 4.2. Le lieu de factorialité locale d’une variété est ouvert.
Démonstration. Soit X une variété définie sur un corps k. Puisque le lieu des points
où X est normale est ouvert d’après [9, §6.13], on peut supposer X normale. La
question étant locale, on peut supposer que X est affine. Soit X l’adhérence de X
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dans un espace projectif. Puisque X est normale, elle se plonge comme un ouvert
dans la normaliséeX
ν
deX. On peut donc finalement supposer queX est projective
sur k.
Première étape. Soient U l’ouvert de lissité de X , a un point de U fixé et
αX : (X, a) 99K (Alb(X), 0) l’application pointée universelle. Notons V son ouvert
de définition, qui contient U , et j : V →֒ X l’immersion. Soit P le fibré de Poincaré
sur Alb(X)× P(X). Considérons les morphismes
V × P(X)
αX×id//
j×id

Alb(X)× P(X)
X × P(X)
et posons
E = (αX × id)
∗P ∈ Pic(V × P(X)),
L = (j × id)∗E .
D’après le lemme 2.4, L est un faisceau réflexif.
SoientW l’ouvert de X×P(X) sur lequel L est localement libre et Z son complé-
mentaire. Par la projection π : X × P(X)→ X , l’image W0 = π(W ) est un ouvert
de X ; posons aussi Z0 = π(Z). Le fermé Z ne contient aucune composante irréduc-
tible d’une fibre au-dessus d’un point deW0 : en effet, ces fibres sont irréductibles et
l’intersection avecW y définit des ouverts non vides. Au point générique η deW0, la
restriction Lη de L à {η}×P(X) est un faisceau réflexif car le changement de base
{η} →֒ W0 est plat : c’est donc un faisceau inversible en codimension 1. D’après
le lemme 2.6, la trace de Z sur la fibre en η est donc de codimension au moins
2. Le théorème de Ramanujam-Samuel [10, 21.14.3 (ii)] (ou [3, III.1.6]) s’applique
alors, concluant que la paire (W0 × P(X), Z ∩ (W0 × P(X))) est parafactorielle. Il
en résulte que l’application de restriction
Pic(W0 × P(X))→ Pic((W0 × P(X)) \ (Z ∩ (W0 × P(X))))
est surjective. Puisque L est localement libre sur (W0 × P(X)) \ Z ⊂ W , il définit
un faisceau inversible sur W0 × P(X), qui n’est autre que la restriction de L à cet
ouvert d’après la proposition 2.3. Cela montre que Z0 = X \W0. Autrement dit, le
lieu Z où L n’est pas localement libre est l’image réciproque du fermé Z0 de X par
la projection π, soit Z = Z0 × P(X), et on a Z0 ⊂ X \ V .
Réciproquement, le fibré L étant localement libre sur (X \ Z0) × P(X), par
propriété universelle de P̂(X), il existe un unique morphisme
(X \ Z0)
f
−→ P̂(X) = Alb(X)
tel que f∗P ∼= L|(X\Z0)×P(X). Par la propriété universelle de la variété d’Albanese,
αX est donc défini au moins sur X \ Z0, donc X \ Z0 ⊂ V . Finalement on a
Z0 = X \ V (i.e. W0 = V ), donc l’ouvert de liberté locale de L est exactement
V × P(X).
Deuxième étape. Puisque L est réflexif, on peut recouvrir X × P(X) par une
famille d’ouverts W1, . . . ,Wn au-dessus desquels la restriction de L s’insère dans
une suite exacte
0→ L|Wi → FWi → GWi → 0
où FWi est localement libre sur Wi et GWi sans torsion (d’après la proposition 2.2).
Il existe un ouvert non vide Ω de P(X) au-dessus duquel chacun des faisceaux GWi
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est plat. Pour tout diviseur de Weil D sur X algébriquement équivalent à zéro et
tel que [D] ∈ Ω, on obtient alors sur chaque (X × [D]) ∩Wi des suites exactes
0→ L|(X×[D])∩Wi → (FWi)|(X×[D])∩Wi → (GWi )|(X×[D])∩Wi → 0
où (FWi)|(X×[D])∩Wi est localement libre et (GWi )|(X×[D])∩Wi sans torsion. Le fais-
ceau L|X×[D] est donc réflexif sur X . Par ailleurs, les isomorphismes L|U×[D] ∼=
E|U×[D] ∼= OU (D|U ) sur U × [D] entraînent, avec la proposition 2.3, que L|X×[D] est
isomorphe à OX(D). La restriction du faisceau L à toute fibre générique est l’exten-
sion réflexive du faisceau inversible correspondant. Puisque L est localement libre
exactement sur V × P(X), l’ouvert d’inversibilité du faisceau réflexif OX(D) est
exactement V pour tout [D] ∈ Ω d’après le lemme 2.6. Puisque Ω engendre P(X),
on en déduit que tout diviseur de Weil sur X algébriquement équivalent à zéro est
localement libre sur V . De plus, pour tout point x ∈ X \V il existe [D] ∈ P(X) tel
que OX(D) n’est pas localement libre en x.
Troisième étape. Soient D1, . . . , Dr des générateurs du groupe de Néron–Severi
de X , et V1, . . . , Vr les ouverts où ces diviseurs de Weil sont localement principaux.
Tout diviseur de Weil D sur X est donc localement principal sur l’ouvert V ∩
V1 ∩ . . . ∩ Vr, et, pour tout point extérieur, il existe un diviseur de Weil sur X qui
n’y est pas localement principal. De manière équivalente, cet ouvert est le lieu où
l’extension réflexive de tout fibré en droites sur U est localement libre : d’après le
lemme 4.1, c’est le lieu de factorialité locale X fact de X . 
4.3. Dans le cas où la variété normale X est projective sur k, la démonstration
précédente montre en particulier que le lieu de factorialité locale X fact est contenu
dans le lieu de définition de l’application d’Albanese VX (la troisième étape donne
d’ailleurs une description très précise de X fact). Si X est localement factorielle,
l’application d’Albanese αX : X 99K Alb(X) est donc définie sur X toute entière.
On en déduit le résultat suivant pour une variété non nécessairement projective
(cf 3.3) :
Corollaire 4.4. Soit X une k-variété localement factorielle. Alors toute application
rationnelle X 99K A de X vers une variété abélienne A est définie sur X toute
entière.
5. Lieu de factorialité locale d’un produit
Théorème 5.1. Soient X et Y deux variétés normales. Le lieu de factorialité locale
de X × Y est le produit des lieux de factorialité locale de X et de Y .
Démonstration. La question étant locale, on peut, comme dans la démonstration
du théorème 4.2, supposer que X et Y sont projectives sur k.
Fixons deux k-points lisses a ∈ X et b ∈ Y . Nous notons UX et UY les ouverts
de lissité de X et Y , et VX et VY les ouverts de définition de leurs applications
d’Albanese αX et αY . Rappelons que X ×k Y est irréductible et normale (d’après
[9, 6.14.3]), UX×Y = UX × UY , et Alb(X × Y ) ∼= Alb(X) × Alb(Y ) de telle sorte
que VX×Y = VX × VY .
Soit L ∈ Pic(UX×Y ), que l’on décompose sous la forme
L ∼= p∗XL1 ⊗ p
∗
Y L2 ⊗M
où pX , pY sont les projections respectives de UX×UY sur UX et UY , L1 ∈ Pic(UX),
L2 ∈ Pic(UY ) et M ∈ Pic(UX×Y ) est tel que les restrictions M|{a}×Y et M|X×{b}
sont triviales. Au diviseur de Weil associé à l’extension réflexive de M à UX × Y
correspond un morphisme pointé naturel fM : UX → P(Y ), donc un morphisme
φM : Alb(X) → P(Y ) d’après la proposition 3.2. Par la propriété universelle de
7
P(Y ), ce morphisme correspond à un fibré en droites N sur Alb(X)×Alb(Y ). Tous
ces morphismes apparaissent dans le diagramme commutatif
UX × UY
fM×id //
αX |UX×id ((◗◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
P(Y )× UY
id×αY |UY // P(Y )×Alb(Y )
Alb(X)× UY
id×αY |UY //
φM×id
OO
Alb(X)×Alb(Y )
φM×id
OO
de telle sorte que
M = (fM × id)
∗(id×αY |UY )
∗PAlb(Y ),
N = (φM × id)
∗PAlb(Y )
où PAlb(Y ) désigne le fibré de Poincaré sur Alb(Y )× P(Y ) (après permutation des
facteurs). On réalise ainsi M comme image réciproque du fibré inversible N sur
Alb(X) × Alb(Y ), ce qui implique que l’extension réflexive de M à X × Y est
localement libre sur VX × VY .
Notons par ailleurs W1 et W2 les ouverts respectifs de X et Y sur lesquels les
extensions réflexives de L1 et L2 sont localement libres. L’extension réflexive du
fibré L est donc localement libre sur l’intersection de VX ×VY avecW1×W2. Mais,
d’après 4.3, cette intersection contient X fact × Y fact. D’après le lemme 4.1, cela
signifie que (X × Y )fact contient X fact × Y fact. La réciproque est immédiate. 
Corollaire 5.2. Le produit de variétés localement factorielles est une variété loca-
lement factorielle.
Remarque 5.3. Si X et Y sont des variétés normales et projectives sur k, l’argu-
ment utilisé dans la démonstration de la proposition 5.1 montre que Cl(X × Y ) ∼=
Cl(X)×Cl(Y )×Hom(Alb(X),P(Y )). On peut en déduire le résultat suivant, dont
nous ne connaissons pas de démonstration directe :
Corollaire 5.4. Soient A et B deux algèbres de type fini sur un corps algébrique-
ment clos k. Si A et B sont factorielles, alors leur produit tensoriel A ⊗k B est
encore factoriel.
Démonstration. On peut à nouveau plonger SpecA et SpecB dans des variétés
projectives normales X et Y . Puisque Cl(A) = 0, on a que Cl(X) est de type
fini : il est engendré par les diviseurs de Weil D1, . . . , Dr contenus dans le bord
X \ SpecA. On en déduit que la variété d’Albanese Alb(X) est triviale. De même,
Cl(Y ) est de type fini, engendré par des diviseurs E1, . . . , Es, et Alb(Y ) est triviale.
On obtient ainsi que Cl(X × Y ) est exactement la somme Cl(X) ⊕ Cl(Y ). Mais
Cl(Spec(A⊗k B)) est un quotient de
Cl(X × Y )/〈D1 × Y, . . . , Dr × Y,X × E1, . . . , X × Es〉.
Puisque Cl(X)/〈D1, . . . , Dr〉 et Cl(Y )/〈E1, . . . , Es〉 sont triviaux, il en est de même
de Cl(Spec(A⊗k B)), et A⊗k B est donc factoriel. 
Remarque 5.5. Le résultat est faux si l’on ne suppose plus k algébriquement clos.
En effet, on vérifie facilement par descente galoisienne que le quotient A2Q/(Z/3Z)
du plan affine par un automorphisme linéaire d’ordre 3 définit une variété X sur le
corps Q des rationnels qui est localement factorielle, tandis que la variété XQ¯ qui
s’en déduit par extension des scalaires à Q¯ ne l’est plus.
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6. Généralisation à la Q-factorialité
On étend dans cette section les résultats précédents aux variétés localement Q-
factorielles. Cela nécessite une étude plus fine du comportement de la formation de
l’extension réflexive de E àX×P(X) vis à vis des changements de base T −→ P(X).
Théorème 6.1. Soit X une variété définie sur un corps algébriquement clos. Alors
le lieu de Q-factorialité de X est ouvert.
Démonstration. Il suffit à nouveau de démontrer le résultat lorsque X est normale
et projective sur k. Soient a un point rationnel de l’ouvert de lissité U de X , Alb(X)
la variété d’Albanese associée, V l’ouvert de définition de l’application d’Albanese
X 99K Alb(X) et E le fibré sur V × P(X) image inverse par αX × id du fibré de
Poincaré sur Alb(X)× P(X).
Lorsque k est la clôture algébrique d’un corps fini, Alb(X) est de torsion. Cela
signifie que tout diviseur de Weil algébriquement équivalent à zéro est Q-Cartier.
SoientD1, . . . , Dr des générateurs du groupe de Néron–Severi deX , et V
′
1 , . . . , V
′
r les
ouverts sur lesquels ces diviseurs sont localementQ-Cartier. Le lieu deQ-factorialité
est alors l’intersection V ′1 ∩ . . . ∩ V
′
r .
Supposons maintenant que k n’est pas la clôture algébrique d’un corps fini.
On construit tout d’abord une partition finie de P(X) en sous-schémas locale-
ment fermés lisses irréductibles P(X) =
∐
Pi tels que, pour tout i, la formation de
l’image directe par l’immersion ouverte U → X de la restriction Ei de E à U × Pi
commute à tout changement de base T → Pi.
On a vu que la réflexivité de l’extension réflexive L = (i× id)∗E assure l’existence
d’un recouvrement ouvertX×P(X) =
⋃
Wi du produitX×P(X) tel que sur chaque
Wi la restriction L|Wi de L à Wi s’insère dans une suite exacte
0→ L|Wi → FWi → GWi → 0
où FWi est localement libre et GWi sans torsion, et que le théorème de platitude
générique fournit un ouvert Ω de P(X) tel que la formation de l’image directe par
U ×Ω→ X×Ω de la restriction de E à U ×Ω commute à tout changement de base
T → Ω. On peut de plus supposer Ω lisse.
Soit alors Y le schéma réduit associé à une composante irréductible du sous-
schéma fermé P(X)\Ω. On obtient de la même manière, en considérant la restriction
du faisceau localement libre E au produit de U et de l’ouvert de lissité de Y ,
un ouvert lisse de Y ayant la propriété attendue. On en déduit par récurrence
noethérienne la partition P(X) =
∐
Pi annoncée.
En particulier, si Li désigne l’extension réflexive de Ei à X × Pi, le faisceau
divisoriel OX(D) associé à un point [D] de P(X) appartenant à l’image de Pi
s’obtient comme la restriction Li|X×[D] du faisceau Li à X × [D].
Considérons le sous-ensemble
Σ = {(x, [D]) ∈ X(k)× P(X)(k)|OX(D) est inversible au point x}
de l’ensemble des k-points du produit X × P(X). C’est une partie constructible,
puisque sa trace sur chaque partie X × Pi est ouverte : en effet, le faisceau réflexif
Li est, d’après le théorème de Ramanujam-Samuel (voir la deuxième étape de la
démonstration de 4.2), inversible sur un ouvert de la forme Vi × Pi, où Vi est un
ouvert de X , et le lemme 2.6 montre alors que Σ∩ (X ×Pi) est exactement Vi×Pi.
Considérons maintenant la projection de Σ sur X . Sa fibre Ax au-dessus d’un
point fermé x ∈ X forme un sous-groupe constructible de l’ensemble des k-points
de la variété abélienne P(X). C’est donc un sous-groupe fermé de P(X).
L’ouvert de définition V de l’application d’Albanese X 99K Alb(X) est le lieu
des points auxquels tout diviseur de Weil algébriquement équivalent à zéro est
inversible. C’est donc exactement le lieu des points x de X tels que Ax = P(X).
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Nous montrons que c’est aussi le lieu où tout diviseur de Weil algébriquement
équivalent à zéro est Q-Cartier. Soit en effet x un point fermé de X \V . La variété
abélienne P(X)/Ax n’est alors pas triviale, et contient donc un k-point qui n’est pas
de torsion (d’après [5, Theorem 10.1]). Un relèvement de ce point à P(X) définit
un diviseur de Weil algébriquement équivalent à zéro qui n’est pas Q-Cartier en x.
Soient des générateursD1, . . . , Dr du groupe de Néron–Severi deX , et V
′
1 , . . . , V
′
r
les ouverts sur lesquels ces diviseurs sont localement Q-Cartier. Le lieu de Q-
factorialité est alors l’intersection V ∩ V ′1 ∩ . . . ∩ V
′
r . 
Remarque 6.2. On peut donner une démonstration beaucoup plus courte de ce
résultat lorsqueX est une variété projective normale complexe. Reprenons les nota-
tions de la démonstration du théorème 4.2. L’intersection
⋂
m>1m
−1Ω dans P(X)
des images inverses de l’ouvert Ω par la multiplication m : P(X)→ P(X) est dense,
comme intersection dénombrable d’ouverts denses. Il existe donc un diviseur de Weil
D dont tout multiple mD est inversible exactement sur V . On peut alors conclure
comme précédemment.
On obtient une généralisation du corollaire 4.4 (cf. 3.3) :
Corollaire 6.3. Soit X une variété localement Q-factorielle définie sur un corps
algébriquement clos qui n’est pas la clôture algébrique d’un corps fini. Alors toute
application rationnelle X 99K A de X vers une variété abélienne est définie sur X
toute entière.
Remarque 6.4. La conclusion du corollaire précédent est également vraie pour
toute variété complexe X projective normale à singularités rationnelles (cf. [14,
Lemma 8.1] ; il suffit que X admette une résolution f : Y → X vérifiant R1f∗OY =
0). Remarquons qu’il existe des singularités localement Q-factorielles mais non ra-
tionnelles, comme l’origine du cône affine au-dessus d’une hypersurface lisse dans
P4 de degré au moins 5.
Théorème 6.5. Soient X et Y deux variétés algébriques définies sur un corps
algébriquement clos k qui n’est pas la clôture algébrique d’un corps fini. Alors le lieu
de Q-factorialité du produit direct X × Y est le produit des lieux de Q-factorialité
de X et Y .
Démonstration. La démonstration est analogue à celle du théorème 5.1, le point
étant que sous l’hypothèse faite sur k le lieu de définition du morphisme d’Albanese
coïncide avec le lieu de Q-factorialité des diviseurs algébriquement équivalents à
zéro sur X . 
Remarque 6.6. Lorsque k est la clôture algébrique d’un corps fini, ce résultat
tombe en défaut. Considérons en effet une cubique plane lisse E ⊂ P2, C le cône
affine correspondant, et C la fermeture projective de ce cône dans P3. Le groupe
des classes de diviseurs de Weil de ce cône projectif est alors isomorphe à Cl(E),
autrement dit à Eˆ × Z, tandis que son groupe de Picard est isomorphe au facteur
égal à Z. Puisque Eˆ est de torsion, C est une variété localement Q-factorielle.
On a par ailleurs Alb(C) = E, donc le groupe des classes de diviseurs Cl(C ×k C)
s’identifie à Cl(C)×Cl(C)×Hom(E,Pic0(E)) ≃ Eˆ2×Z2×Hom(E, Eˆ), et Pic(C×C)
à Pic(C) × Pic(C) ≃ Z2. Puisque Hom(E, Eˆ) contient NS(E) ≃ Z, le produit
C ×k C n’est pas localement Q-factoriel. Le diviseur de Weil sur C ×k C associé
à la polarisation principale est le diviseur ∆ défini comme l’image inverse de la
diagonale E ⊂ E × E : c’est un exemple de diviseur dont aucun multiple n’est
localement principal.
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6.7. Soit X une k-variété normale. Il résulte de la démonstration du théorème
6.1 que X admet une partition en sous-espaces localement fermés X =
∐
Zi sur
lesquels le groupe des classes de diviseurs Cl(OX,x) ne dépend pas du point x ∈ Zi.
Cette démonstration a également la conséquence suivante : si k n’est pas la
clôture algébrique d’un corps fini, alors le groupe des classes de diviseurs Cl(OX,x)
d’un point x ∈ X est de torsion si et seulement s’il est fini. On en déduit le :
Corollaire 6.8. Soit A une algèbre locale normale essentiellement de type fini sur
un corps algébriquement clos qui n’est pas la clôture algébrique d’un corps fini. Alors
le groupe des classes de diviseurs Cl(A) de A est de torsion si et seulement s’il est
fini.
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